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I.PROBABILITAT
EXEMPLES DE FUNCIONS DE DISTRIBUCIÓ

DISTRIBUCIÓ DENSITAT FUNCIÓ VALOR VARIANÇA

DISTRIBUCIÓ DE PROBABILITAT CARACTERÍSTICA MITJÀ VARIANÇA

Uniforme f(x; a, b) =


1

b− a
a ≥ x ≥ b

0 x /∈ [a, b]

eibu − eiau

(b− a)iu

(b− a)

2

(b− a)2

12

Binomial f(x;n, p) =

(
n

x

)
pxqn−x (q + peiu)n np npq

Poisson f(x;λ) =
λx

x!
e−λ exp[λ(eiu − 1)] λ λ

Gaussiana f(x;µ, σ) =
1√
2πσ

exp

[
−(x− µ)2

2σ2

]
exp

[
iµu− σ2u2

2

]
µ σ2

1. VALORS ESPERATS i MOMENTS

• Siguin X i f(X) definim el valor mitjà o valor esperat de
f(X) :

〈f(X)〉 ≡
∞∫
−∞

f(x)dFX(x) =



∞∫
−∞

f(x)pX(x)dx

∑
n

f(xn)P{X = xn}

3.1 Moments

• Moments d’X d’ordre n:

〈Xn〉 ≡
∞∫
−∞

xndFX(x).

• El primer moment és el valor mitjà.:

µ ≡ 〈X〉 =



∞∫
−∞

xpX(x)dx

∑
n

xnP{X = xn}

• Moment central:

〈[X − 〈X〉]n〉 =

∞∫
−∞

(x− µ)ndFX(x)

• Variança (segon moment central):

Var(X) ≡ σ2
〈
[X − 〈X〉]2

〉
=



∞∫
−∞

(x− µ)2pX(x)dx

∑
n

(xn − µ)2P{X = xn}

• σ = desviació t́ıpica. σ2 =
〈
X2
〉
− 〈X〉2

2. FUNCIÓ GENERADORA DE MOMENTS

• La funció generadora de moments és el valor esperat
d’etX , on t ∈ R:

MX(t) ≡
〈
etX
〉

=

∞∫
−∞

etXdFX(x)

i satisfà:

1.

〈Xn〉 =
dn

dtn
MX(t)

∣∣∣∣
t=0

n ∈ {1, 2, . . .}

2. Si Y = aX + b

MY (t) = ebtMX(at)
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3. FUNCIÓ CARACTERÍSTICA

• La funció caracteŕıstica d’una variable aleatòria real X
és el valor esperat de la varaible aleatòria eiuX :

ϕX(u) =
〈
eiuX

〉
=



∞∫
−∞

eiuxpX(x)dx

∑
n

eiuxnP{X = xn}

i verifica:

1. ϕ(0) = 1; |ϕ(u)| ≥ 1 ∀u ∈ R
2. Per a Y = aX + b tenim:

ϕY (u) = eiubϕX(au) (a, b ∈ R)

3.

〈Xn〉 =
1

in
dn

dun
ϕ(u)

∣∣∣∣
u=0

n ∈ {1, 2, . . .}

4.
ϕ(−u) = ϕ∗(u)

La funció caracteŕıstica sempre existeix, encara que el
valor esperat 〈X〉 no existeixi.

II. VARIABLE COMPLEXA
1. Condicions Cauchy-Riemann

{
ux = vy

uy = −vy

} {
vθ = rur

uθ = −rvr

} 
f ′(z) =

∂f(z, z̄)

∂z
∂f(z, z̄)

∂z̄
= 0


f ′(z) = ux + ivx = e−iθ = vy − iuy = e−iθ/r(vθ − iuθ)

2. Integrals:

∫
γ

f(z)dz =

b∫
a

f(z(t))z′(t)dt

Desigualtat de Darboux:

∣∣∣∣∣∣
∫
γ

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
|f(z)||dz|

∣∣∣∣∣∣
∫
γ

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣ ≤ Lγ max
z∈{γ}

|f(z)|

|fn(z)| ≤ n!

rn
max
w∈γr

|f(w)|

Fórmula de Cauchy i Fórmula de Cauchy per a les derivades:

f(z) =
1

2πi

∫
γ

f(w)

w − z
dw fn)(z) =

n!

2πi

∫
γ

f(w)

(w − z)n+1
dw

3. Sèries

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣
Sèrie geomètrica:

1

1− w
=

∞∑
n=0

wk

Taylor:

f(z) =

∞∑
n=0

an(z − z0)n an =
fn)(z0)

n!

Laurent:

f(z) =

∞∑
n=−∞

an(z − z0)n an =
1

2πi

∮
γ

f(ξ)

(ξ − z0)n+1
dξ

4. Residus∫
γ

f(z)dz = 2πi

N∑
i=1

Res (f(z), zi)

• Singularitat evitable: El residu és a−1 = 0.

• Pol d’ordre p:

Res (f(z), z0) = a−1 = lim
z→z0

1

(p− 1)!

dp−1

dzp−1
[(z − z0)pf(z)]

• Singularitat essencial: S’ha d’obtenir expĺıcitament a
partir del desenvolupament en sèrie de Laurent.

Lemes de Jordan:

1. lim
|z|→∞

zf(z) = 0 → lim
R→∞

∫
CR(θ1,θ2)

f(z)dz = 0

2. lim
|z|→0

zf(z) = 0 → lim
r→0

∫
CR(θ1,θ2)

f(z)dz = 0

3. lim
|z|→∞

f(z) = 0 → lim
R→0

∫
CR(θ1,θ2)

f(z)eiλzdz = 0

4. lim
ε→0+

∫
Cε

f(z)dz = iφRes (f(z), z0)


