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Introducción

El objetivo del presente trabajo es estudiar las diferentes propiedades de los osciladores armónicos que hemos estudiado en las clases  de la asignatura de Mecánica y Ondas, situada en el tercer semestre de la licenciatura de Física, en la Universidad de Barcelona. El idioma original de este documento es el catalán. La traducción al castellano ha sido realizada por h[e]rtz especialmente para canal#física.

Este estudio de osciladores se basará en un programa applet de simulación escrito en Java por el  doctor Hwang. Este programa tiene la capacidad de simular el comportamiento de un oscilador armónico compuesto por un muelle en el cual se cuelga una masa determinada m. La elongación “x” del muelle se coge en referencia la posición de equilibrio del muelle con la masa colgando. Algunas de las propiedades del programa son:

· Posibilidad de elegir la posición inicial del cuerpo.

· Capacidad de elegir el valor de la constante del muelle, así como la masa de la partícula colgada.

· Obtención de la gráfica x(t) (en azul) y v(t) (en rojo) los mismos ejes.

· La constante de fricción con el medio que sufre la partícula se puede ajustar a voluntad. Se supone que la fricción es proporcional a la magnitud de la velocidad y actúa en la dirección opuesta a esta.

· Posibilidad de elegir tanto la amplitud como la frecuencia de una fuerza exterior de forzamiento de tipo sinusoidal. La frecuencia exterior se elige ajustando el parámetro c, que representa el coeficiente entre la frecuencia de la fuerza y la frecuencia del sistema sin forzamiento (pero con fricción, si fuese el caso).

· Se pueden medir las coordenadas de las diversas partes de una gráfica poniendo el mouse del ordenador en ese punto.

Algunas de las limitaciones del programa que tenemos que tener en cuenta son:

· La velocidad inicial de la partícula no puede ser ajustada, siempre tendrá valor cero.
· El área de visualización es limitada, en algunos casos la gráfica no cabe dentro de la pantalla del programa.
· No se especifican las unidades en que se dan los parámetros ni las medidas sobra las gráficas. Como en realidad sólo tiene sentido la relación ente las unidades, en este trabajo se trabajará siempre con unidades del sistema internacional, excepto en el caso de la medida de elongaciones del muelle, ya que no tiene sentido hablar  de estiramientos del orden de los metros para un muelle ordinario; en este caso utilizaremos simplemente unidades de longitud.
Osciladores

1. Oscilador armónico simple

1.1. Solución formal

Un oscilador armónico simple se compone de una masa, “m”, sometida solo a la fuerza elástica de recuperación de un muelle, que es proporcional a la elongación (desplazamiento respecto la posición de equilibrio, una vez colgada la masa, que designaremos con la letra “x”) y tiene sentido contrario a esta; el factor de proporcionalidad, “k”, recibe el nombre de constante recuperadora del muelle. Aplicando la segunda ley de Newton en este sistema podemos obtener la ecuación diferencial del movimiento:
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Donde hemos definido 
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, la frecuencia natural del muelle. La solución general de esta ecuación diferencial puede ser expresada de la forma siguiente:
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Para nuestro caso, las condiciones de contorno exigen que en el instante inicial la posición sea x0 y que la partícula este quieta. Aplicando estas condiciones iniciales la ecuación particular de la partícula será:
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Como podemos ver, la partícula efectuará oscilaciones armónicas alrededor de la posición de equilibrio, con una amplitud igual a la posición inicial y con un periodo igual a:
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1.2. Casos estudiados

Para el oscilador armónico simple estudiaremos dos casos diferentes. Para cada caso, realizaremos dos simulaciones, una con una valor de la posición inicial grande y una segunda con un valor de la posición inicial más pequeña, con el objetivo de comprobar que la amplitud del movimiento siempre es la posición en el instante inicial. Los dos casos estudiados corresponden a:

	
	Caso I
	Caso II

	m / kg
	1
	9

	k / N·m-1
	1
	3


Para cada caso, la amplitud del movimiento esperada será igual a la altura de la cual se ha dejado caer el cuerpo colgado del muelle. Además, esperamos que esta amplitud se mantenga constante a lo largo del tiempo. De otra manera, el periodo de cada movimiento dependerá solo de la masa colgada y de la constante del muelle. Para los casos estudiados, los periodos esperados son:
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1.3. Resultados obtenidos

· Caso I
La gráfica obtenida por un valor grande (negativo) de la posición inicial es:
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La gráfica obtenida por un valor más pequeño de la posición inicial es la siguiente:
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Para el primer caso, la amplitud es de 85 unidades, mientras que la segunda simulación es de 47 unidades. El resultado obtenido del cálculo experimental del periodo, a partir de efectuar la media del periodo alrededor de diez oscilaciones:
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· Caso II

Partiendo de una posición grande (negativa) se obtiene la siguiente figura:
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En la siguiente página veremos el resultado de aplicar la simulación en Java para otro valor más pequeño de la posición inicial:
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En la primera gráfica la amplitud del movimiento es de 60 unidades, mientras que para el segundo caso la amplitud es más pequeña, de solo 17 unidades. Por lo que hace al periodo del movimiento, el cálculo da el siguiente resultado:
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1.4. Discusión de los resultados

Como se puede ver en las gráficas presentadas, la amplitud del movimiento se mantiene constante a lo largo del tiempo, y coincide con el movimiento del cuerpo en el movimiento inicial, tal como indicaba la solución matemática de la segunda ley de Newton. De la misma manera, se puede comprobar como la velocidad (línea roja) es máxima cuando el cuerpo pasa por la posición de equilibrio (la línea azul corta el eje negro). De la misma manera, la velocidad se anula y cambia de signo cuando el cuerpo llega a la máxima amplitud (la línea azul llega aún máximo o aún mínimo).

Por lo que respecta al periodo, compararemos los valores obtenidos con los esperados:

	
	T esperado / s
	T obtenido /
	Error

	Caso I
	6.2831
	6.30 ± 0.02
	0.27%

	Caso II
	10.8823
	10.91 ± 0.03
	0.26%


Como se puede apreciar, el valor calculado corresponde exactamente con el valor esperado. Las discrepancias relativas son muy pequeñas, menores al 0.3%.

2. Oscilador infraamortiguado

2.1. Solución formal

En un oscilador armónico se considera una fuerza de fricción con el aire que actúa  proporcional a la velocidad y de sentido contrario a la misma. La constante de proporcionalidad, b, es el coeficiente de fricción. Además, actúa la fuerza elástica comentada en el apartado 1.1. Entonces , aplicando la segunda ley de Newton obtenemos la ecuación diferencial del movimiento:
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Donde se arregló definiendo 
[image: image14.wmf]m

2

b

i

m

k

2

0

º

g

º

w

 de la forma habitual. La solución general de este movimiento será la solución general, pero en este momento tenemos que especificar el tipo de amortiguamiento. Para el caso de amortiguamiento débil tenemos
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 y la solución general es:
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Este será un movimiento armónico de amplitud variable, que decrece con el tiempo. El ritmo de disminución de la amplitud viene dada por una exponencial negativa, que se puede expresar de la siguiente forma:
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Volviendo a la ecuación del movimiento, podemos calcular el periodo asociado al termino armónico (función coseno), todo y que, este periodo no será el verdadero periodo del movimiento, ya que la amplitud es variable. El  calculo de este periodo se puede hacer de la siguiente manera:
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2.2. Casos estudiados

Estudiaremos dos casos particulares de armónicos infraamortiguados, en ambos casos, la masa colgada es de un kilo la constante de recuperación del muelle tiene un valor unidad (en unidades del S.I.). En el primer caso el coeficiente de fricción b vale 0.5 y en el segundo 1.5. El periodo de las oscilaciones decrecientes esperadas, según la expresión encontrada antes, es:
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Igualmente, podemos aplicar la expresión de la amplitud del movimiento a cada uno de los casos estudiados:
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La constante de integración C dependerá de las condiciones iniciales del movimiento.
2.3. Resultados obtenidos

· Caso con b = 0.5

La gráfica del movimiento encontrada es:
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El tiempo que tarda el cuerpo a detenerse aparentemente (es decir, cuando el movimiento es imperceptible) es de 20.4 segundos, habiendo realizado un total de dos oscilaciones y media (medidas). El periodo teórico de las oscilaciones se puede medir de la manera habitual:
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Para poder comprobar el comportamiento exponencial de la amplitud, se han encontrado los valores de la posición y el momento en que se dan cada uno de los máximos (en ambos sentidos):

	X / u.
	180
	–80
	34
	–16
	8
	–4

	t / s
	0
	3.4
	6.6
	13.2
	13.4
	16.4


Estos valores se tendrían que ajustar a una exponencial del tipo 
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. Donde la amplitud será igual al valor absoluto de X. Utilizando los métodos numéricos comunes, aplicando logaritmos a la ecuación anterior, podemos realizar una regresión lineal. El coeficiente de correlación resultante es r = –0.999986. La función que resulta de la regresión es:
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· Caso con b = 1.5

En este caso, tan solo se efectúa una oscilación medida. El cuerpo parece detenerse después de 7.6 segundos. La posición y el tiempo a cada uno de los puntos de máxima elongación son:

	X / u.
	180
	–6

	t / s
	0
	4.8


De la misma manera que en el punto anterior, podemos ajustar una exponencial a estos valores, aunque solo se dispone de dos puntos, el ajuste no será muy bueno. La función obtenida es:
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Por último, podemos calcular el periodo teórico a partir del tiempo transcurrido entre el inicio y el primer máximo:
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2.4. Discusión de los resultados

Como habíamos esperado, un oscilador infraamortiguado efectúa pequeñas oscilaciones alrededor de la posición de equilibrio, cada una con amplitud menor a la oscilación anterior. Así pues, la amplitud tiende asintóticamente hacia cero. 

No obstante, el movimiento llegar a ser tan pequeño que no puede ser apreciado, pudiendo considerar el cuerpo completamente quieto. Como es de esperar, hemos comprobado que en el caso de un coeficiente de fricción mayor, el movimiento decae mas rápidamente.

Por lo que respeta al periodo de las pequeñas oscilaciones, comparamos los valores obtenidos con los valores esperados en cada caso

	
	T esperado / s
	T obtenido /
	Error

	Caso b = 0.5
	6.4893 s
	6.5 ± 0.1
	0.17%

	Caso b = 1.5
	9.4993
	9.6 ± 0.4
	1.06%


Observemos, pues, que los resultados se ajustan muy bien a los esperados, sobre todo en el primer caso. Para el segundo caso, se disponía de pocas oscilaciones y por eso la discrepancia es mas elevada a la habitual.

Por último, hemos podido comprobar como la amplitud decrece de forma exponencial. Comparemos las funciones exponenciales obtenidas según la solución formal con las obtenidas mediante técnicas numéricas:

	
	Esperado 
	Obtenido

	Caso b = 0.5
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	Caso b = 1.5
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Las constantes C1 y C2 provienen de la integración y su valor depende de las condiciones iniciales elegidas. El factor que multiplica a t dentro de la exponencial es el coeficiente de fricción ( para cada caso. La discrepancia relativa entre los valores obtenidos para el exponente son del 8% en el primer caso y del 5%, cosa que demuestra con bastante fiabilidad el decaimiento exponencial del movimiento.

3. Oscilador sobreamortiguado

3.1. Solución formal

La ecuación diferencial de un oscilador con  una amortiguación fuerte es la misma que en el caso del amortiguamiento débil:
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En este caso, pero, se tiene ( > (0, y por lo tanto se tiene una solución general diferente:
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Así pues, la partícula no efectuará oscilaciones y su posición decaerá hacia la posición de equilibrio exponencialmente, llegando al cabo de un tiempo infinito (todo y que, a la práctica, podemos considerar el movimiento quieto al cabo de pocos segundos).

3.2. Caso estudiado

Para estudiar el movimiento de un oscilador  sobreamortiguado se ha utilizado un valor de la masa de un kilogramo, un muelle con una constante igual a 1 (en unidades del S.I.) y la constante de fricción b igual a 4 (esto da ( = 2). En este caso, la ecuación particular del movimiento será:
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3.3. Resultados obtenidos

La gráfica del movimiento obtenida es la siguiente:
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La posición inicial, desde la cual se ha dejado ir el cuerpo, es x0 = 177 unidades. El tiempo para el cual el movimiento parece –a simple vista– nulo es de 20.6 segundos.

3.4. Discusión de los resultados

Tal y como indicábamos la solución matemática formal del oscilador sobreamortiguado, la partícula suspendida en el muelle nunca llega a efectuar oscilaciones, decayendo de forma suave hacia la posición de equilibrio, a la cual se llegaría con tiempo infinito. A la práctica, al cabo de un tiempo la posición se aproxima tanto como se quiere al equilibrio y la velocidad se hace tan pequeña como se desee, pudiendo considerar que el cuerpo está en reposo (respecto al sistema de referencia utilizado).

4. Oscilador con amortiguamiento crítico

4.1. Solución formal

Igual que en los dos casos anteriores, la ecuación diferencial del movimiento es:
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En este caso, el coeficiente de fricción ( y la frecuencia natural del oscilador (sin amortiguamiento) (0 son iguales, ya q obliga a cambiar la solución general de la ecuación, siendo en este caso:
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Como vemos, el oscilador críticamente amortiguado tendrá un comportamiento análogo entre los dos casos anteriores, pero el decaimiento será más rápido debido a la dependencia lineal con el tiempo del factor preexponencial.

4.2. Caso estudiado

Manteniendo los valores de la masa (m =1 Kg) y de la constante del muelle (k = 1 Nm-1), hemos de imponer que el coeficiente de fricción b sea igual a dos (en unidades del S.I.) para que se dé el amortiguamiento crítico (( = (0 = 1). 

4.3. Resultados obtenidos

La gráfica obtenida del movimiento del oscilador armónico críticamente amortiguado es la siguiente:
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Recordemos que la posición en el momento inicial es de 177 unidades. De otra manera, visualmente, el se detiene a los 7.2 segundos.

4.4. Discusión de los resultados

El decaimiento de la trayectoria hacia la posición de equilibrio es mucho más rápido que en el caso anterior, para unas condiciones iniciales idénticas. Aunque el decaimiento es exponencial (con un prefactor lineal), y el tiempo para llegar a velocidad igual a cero es matemáticamente infinito, el movimiento pasa a ser prácticamente nulo al cabo de poco tiempo.

5. Comparación de los osciladores amortiguados

Como hemos visto, para los tres tipos de amortiguamientos hemos utilizado los mismos parámetros de simulación, variando tan solo el coeficiente de fricción. Para esta comparación, utilizaremos solo uno de los casos de amortiguamiento débil analizados del apartado correspondiente. Los parámetros utilizados y las ecuaciones del movimiento para cada caso son:

	
	Masa
	K muelle
	Fricción B
	Ecuación del movimiento

	Infraamortiguado
	1 Kg
	1 Nm-1
	0.5 Nsm-1
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	Sobreamortiguado
	1 Kg
	1 Nm-1
	2  Nsm-1
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	Crítico
	1 Kg
	1 Nm-1
	4 Nsm-1
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Para poder representar en una misma figura la función x(t) correspondiente a cada caso, en primer lugar hemos de calcular las constantes  de integración impuestas de las condiciones iniciales. Utilizaremos las mismas condiciones iniciales que las utilizadas en los apartados anteriores, con intención de comprobar si la partícula realmente sigue la trayectoria predicha para las soluciones matemáticas. El resultado de imponer las condiciones iniciales son:

	
	Condiciones iniciales
	Ecuación particular del movimiento

	
	Velocidad
	Posición
	

	Infraamortiguado
	0 ms-1
	180 m
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	Sobreamortiguado
	0 ms-1
	177 m
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	Crítico
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La representación de estas funciones tendría que dar las mismas gráficas que las obtenidas mediante la simulación en Java, mostradas en páginas precedentes:
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Como se puede ver, solo en el caso del infraamortiguamiento el cuerpo efectúa oscilaciones, aunque estas van decayendo en amplitud progresivamente (a ritmo de una exponencial negativa). Tanto en el caso de amortiguamiento débil como en el amortiguamiento crítico, la partícula hace ninguna oscilación, acercándose a una exponencial negativa a la posición de equilibrio. En el caso del amortiguamiento crítico, el ritmo de decaimiento es mucho más fuerte que en los otros casos. 

En general, todos los osciladores sometidos aún amortiguamiento acaban deteniéndose, a la práctica, al cabo de un tiempo (todo y que estrictamente hablando, para anular el movimiento hace falta tiempo infinito). Por último, hemos podido constatar como las gráficas obtenidas mediante la simulación en Java se ajustan a las curvas predichas por las soluciones matemáticas de la segunda ley de Newton aplicada a cada caso.

6. Oscilador forzado

6.1. Solución formal

En este apartado estudiaremos el comportamiento de la partícula colgada de un muelle y sometida también a una fuerza exterior de tipo sinusoidal de amplitud F0 y de frecuencia igual al producto del parámetro c para la frecuencia natural del sistema. Aplicando la segunda ley de Newton obtenemos la siguiente ecuación diferencial:


[image: image45.wmf](

)

t

c

sen

F

x

x

0

0

2

0

w

=

w

+

&

&


La solución general de esta ecuación es:
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Vemos como en el segundo término (solución particular de la ecuación inhomogenia), la amplitud depende inversamente de la diferencia 1–c², es decir, mientras más se acerque a 1 sea el valor de c, mas amplitud tendrá el movimiento. Para c = 1 la solución diverge, en el capítulo siguiente veremos  este caso. La solución se expresa como la suma de dos funciones armónicas de frecuencias y amplitudes diferentes, por lo tanto es de esperar que en algunos casos se pueda producir el fenómeno de las pulsaciones. En general, la partícula oscilará con una amplitud variable.

Para el caso particular en que la partícula parte de la posición de equilibrio estando en reposo podemos calcular las constantes de integración y expresar la ecuación del movimiento de la manera siguiente:
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Donde se utilizó la propiedad cos(y + (/2) = – sin(y). Para los casos en que c se aproxima suficiente a 1 podemos quitar la c que multiplica la segunda función seno, y arreglando debidamente la ecuación  tenemos:
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Esta ecuación corresponde al fenómeno de las pulsaciones: un movimiento armónico (creado por la función coseno) modulando en amplitud de forma armónica (para la función seno). De esta  manera, podemos calcular el periodo T de las oscilaciones y el periodo T’ de las pulsaciones (teniendo en cuenta que sucede una pulsación cuando el argumento de la función seno aumenta en un valor pi, en lugar de dos pi como es habitual):


[image: image49.wmf](

)

(

)

c

1

k

m

4

c

1

2

T

2

0

2

1

+

p

=

+

w

p

=



[image: image50.wmf]1

c

k

m

2

1

c

T

2

0

2

1

-

p

=

-

w

p

=

¢


Donde en el segundo caso se ha utilizado el valor absoluto dado que c tanto puede ser como mayor que menor que 1. Cabe destacar, que el seno es una función impar, en el caso que c–1 sea negativo la partícula comenzará a moverse en el sentido negativo, y viceversa. 

6.2. Casos estudiados

Para estudiar el oscilador forzado fijaremos el valor de los parámetros masa (m) y la constante del muelle (k) aun valor 1 (en las unidades correspondientes), mientras que el valor de F0 será 5 N. Tan solo variará el valor del parámetro c, que cogerá los valores 0.8,  0.95, 1.1, 1.2 y 0.1. Para todos los casos, se partirá desde el origen y en reposo. Por lo tanto, según hemos visto antes, hemos de esperar encontrar pulsaciones claras para los valores de c cercas a 1 (c = 0.95 y c = 1.1), que se debilitarán para valores un poco mas alejados (c = 0.8 y c = 1.2) y se deformaran totalmente para valores mas alejados (c = 0.1).

6.3. Resultados obtenidos

· c = 0.8

La gráfica obtenida para este caso es:


[image: image51.png]J\/y \





Como vemos, se produce claramente el efecto de las pulsaciones. La máxima elongación observada es de 25 unidades. El periodo del movimiento modulado es:
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El periodo de las pulsaciones es:
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· c = 0.95

Para este caso, se obtiene la siguiente gráfica:
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Algunos de los máximos que se producen en la parte negativa no se pueden ver a causa de la medida limitada del área de visualización. La máxima elongación (medida) en el vientre de la pulsación es de unas 102 unidades. Los periodos de las oscilaciones son:
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A partir de la media de pulsación que esta dentro del área de visualización podemos calcular el periodo de las pulsaciones:
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· c = 1.1

En este caso, se obtiene la siguiente figura:
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La máxima separación de la posición de equilibrio es de 48 unidades. De manera habitual podemos calcular la frecuencia de las oscilaciones y de las pulsaciones:
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· c = 1.5

La trayectoria  obtenida en este caso es:
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En esta figura, la máxima elongación del muelle es de 8 unidades. En este caso, apenas no se aprecian las pulsaciones, aunque si se puede calcular el periodo. La única manera de observar el periodo de las oscilaciones es midiendo dos máximos consecutivos:
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· c = 0.1

En este caso obtenemos la siguiente gráfica:


[image: image63.png]



En este caso no se observan las pulsaciones. Esto no quiere decir que, como era de esperar, la aproximación c ~ 1 no es válida para este caso. Por lo tanto, no se puede medir el periodo de pulsación ni de oscilación.

6.4. Discusión de los resultados

En primer lugar, compararemos los resultados obtenidos con los predichos por la solución matemática de la segunda ley de Newton por lo que respecta al periodo de las oscilaciones y de las pulsaciones:

	Caso
	C
	X máx. / u.
	Oscilaciones
	Pulsaciones

	
	
	
	T esperado / s
	T obtenido / s
	Error
	T’ esperado/ s
	T’ obtenido / s
	Error

	I
	0.8
	25
	6.9813
	7.1
	1.7%
	31.4159
	31.2
	0.7%

	II
	0.95
	102
	6.4443
	6.44
	0.1%
	125.6637
	126
	0.3%

	III
	1.1
	48
	5.9840
	5.99
	0.1%
	62.8319
	62.8
	0.1%

	IV
	1.5
	8
	5.0265
	5.2
	3.5%
	12.5664
	12.68
	0.9%

	V
	0.1
	–
	No presenta oscilaciones moduladas
	No presenta pulsaciones


Podemos comprobar como los resultados se ajustan de manera muy fiable a las predicciones teóricas, especialmente en los casos II y III, donde la aproximación c ~ 1 es correcta. Para los casos I y II el valor de c está un poco más alejado de la unidad, pero bastante cerca como para que la aproximación sea correcta y los errores aceptables. En el 5º caso, la aproximación no es válida, y el movimiento no presenta pulsaciones.

Por último, podemos afirmar que la amplitud máxima depende inversamente de la diferencia c-1, es decir, mientras más cerca de uno esté al valor de c, mayor será la amplitud. En el caso c = 1, la amplitud tiende a infinito y se dice que el oscilador esté en frecuencia de resonancia. Este caso será estudiado a continuación.

7. Oscilador resonante

7.1. Solución formal

El oscilador resonante es un caso particular del oscilador forzado estudiado en el capítulo anterior, donde la fuerza sinusoidal que se aplica a la partícula suspendida en el muelle tiene exactamente la misma frecuencia que tendrá el oscilador armónico simple sino estuviera sometido a un forzamiento. Así pues, la ecuación diferencial de un oscilador en frecuencia de resonancia es la misma que en el caso anterior, haciendo c = 1:
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En este caso, la solución del apartado anterior diverge, por lo tanto hace falta buscar una válida. 
Entonces la solución particular de la ecuación inhomogénea será una función armónica con la misma frecuencia (0 con una amplitud que crece linealmente con el tiempo:
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Como el primer término esta acotado entre A y –A, para tiempos suficientemente grandes dominará el segundo término, es decir, la amplitud de las oscilaciones aumentará linealmente hacia infinito. 

Para el caso particular en que la partícula parte de la posición de equilibro en reposo, podemos calcular el valor de las constantes de integración, dando la siguiente ecuación particular del movimiento:
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Donde hemos utilizado la siguiente propiedad 
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. La función tendrá un extremo, máximo o mínimo, cuando la derivada sea nula:
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En estos máximos, la amplitud del movimiento es:
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7.2. Caso estudiado

Nos limitaremos a estudiar osciladores resonantes con características fijadas (m = 1, k = 1, en las unidades del S.I. correspondientes), variando tan solo la posición inicial de la masa: ligeramente desviada hacia valores positivos y negativos, partiendo por el último desde el origen. Como siempre, nos tenemos que limitar con velocidad nula. 

Para el caso especial en que partimos desde la posición de equilibrio estudiaremos también el crecimiento lineal de la amplitud, utilizando la expresión que hemos encontrado antes, según la cual la amplitud en los máximos es proporcional al tiempo.

7.3. Resultados obtenidos

· Posición inicial positiva

La gráfica obtenida para este caso se puede ver en la página siguiente:
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Algunos de los picos no se pueden mostrar a causa del área de visualización. Se observa como en los primeros instantes la partícula oscila con una amplitud aproximadamente constante. A partir de la quinta o sexta oscilación, la amplitud del movimiento empieza a crecer de forma lineal.

· Posición inicial negativa

Para el caso en que la partícula comienza con una pequeña desviación en sentido negativo se obtiene esta trayectoria:
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De forma análoga al ejemplo anterior, durante las primeras oscilaciones la amplitud varia poco, en este caso decrece un poco. A partir de cierto momento, la amplitud empieza a variar de forma progresiva, de tal forma que los máximos se alineen según una recta.

· Posición inicial nula

Para este siguiente caso esperamos que la amplitud de las oscilaciones crezca desde cero a partir del origen, siguiendo una recta que tendría que pasar por el origen. La gráfica obtenida se presenta a continuación:
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Para estudiar el crecimiento lineal de la amplitud se han cogido las coordenadas de los ocho máximos más grandes medidos:

	Xmáx/u
	78
	86
	102
	118
	133
	149
	165
	180

	T /s
	32
	35,2
	41,4
	47,8
	54
	60,2
	66,6
	73


Ajustaremos estos datos a una función lineal, usando el hecho de que Xmáx corresponde al valor de la amplitud, en función del tiempo. Se han eliminado el primer y el séptimo punto, que se escapaban de la tendencia general. El coeficiente de correlación lineal para estos valores es r = 0.99992, y la función resultante es:
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7.4. Discusión de los resultados

Hemos podido comprobar como un oscilador armónico simple sometido a una fuerza exterior sinusoidal de la misma frecuencia que tendría el oscilador sin forzamiento presenta el fenómeno de la resonancia. Este hecho causa el crecimiento progresivo de la amplitud según una función lineal en el tiempo.

En los casos en que la partícula parte con un ligero desplazamiento de la posición de equilibrio, el crecimiento lineal de la amplitud comienza al cabo de un tiempo, haciendo para pequeños tiempos diversas oscilaciones con amplitud variable. Podríamos decir que causado por el tiempo que tarda la fuerza exterior a anular el movimiento natural de un oscilador que partiera con una elongación elegida. Para el caso en que la partícula parte del equilibrio, el incremento de amplitud de oscilación crece prácticamente desde el principio.

Mediante el ajuste de una recta en los máximos de la trayectoria hemos podido comprobar el crecimiento lineal de la amplitud. Comparemos los resultados del ajuste con los valores esperados:

	
	Esperados
	Obtenidos
	Error

	Pendiente
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Podemos observar como los datos obtenidos se ajustan por gran fidelidad con los esperados, hecho que conforma la dependencia lineal de la amplitud con el tiempo.

8. Oscilador amortiguado y forzado

8.1. Solución formal

En un oscilador amortiguado y forzado intervienen a su vez todos los factores que hemos estudiado hasta ahora por separado: oscilaciones, amortiguamiento y forzamiento. Como en el caso anterior, utilizaremos el parámetro c para indicar la relación entre la frecuencia de la fuente del forzamiento externo ya la frecuencia de las oscilaciones si no existiera forzamiento (que, en este caso, no es la frecuencia natural del sistema). Aplicando la segunda ley de Newton podemos obtener, como de costumbre, la ecuación diferencial del movimiento:
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Definiendo, 
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2

b

=

g

 y. Si consideramos amortiguamiento débil, la solución general de esta ecuación es:
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El primer término decae rápidamente hacia cero (esto sucedería aunque eligiéramos otro tipo de amortiguación), es decir, que solo necesitaríamos tenerlo en cuenta para tiempos pequeños, es lo  que llamamos estado transitorio. Por lo tanto, para tiempos suficientemente pequeños solo contribuye al movimiento el segundo término, que además será independiente de las condiciones iniciales. Este segundo término corresponde aun movimiento armónico simple –lo llamamos estado estacionario– y su amplitud sólo depende de las características del sistema (masa, frecuencia natural y coeficiente de amortiguamiento) y de las constantes de la fuerza externa (amplitud y frecuencia). La expresión de esta amplitud es:
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La frecuencia de la fuerza exterior por la cual la amplitud será máxima (frecuencia de resonancia en amplitud) se puede calcular haciendo que la expresión de la raíz cuadrada sea mínima. El resultado este cálculo es el siguiente:
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Que es un valor ligeramente menor a (1 y, por lo tanto también es más pequeña que (0. En el caso de fricción nula, recuperamos el caso estudiado en el capítulo 7.

8.2. Casos estudiados

En primer lugar, estudiaremos para unas condiciones fijadas la dependencia del estado transitorio con las condiciones iniciales, y la independencia con estas del estado estacionario. Para hacerlo, se fijan los siguientes parámetros: m = 1, k = 1, b = 0.5, F0 = 30 y c = 0.8 (en las unidades correspondientes en el S.I.). 

Utilizaremos tres condiciones iniciales diferentes, según el valor de la posición inicial sea positiva, negativa o nula, partiendo siempre del reposo.

Seguidamente, utilizando los mismos parámetros comentados anteriormente (exceptuando c), veremos la dependencia de la amplitud del movimiento (en el estado transitorio) con la frecuencia externa de la fuerza externa. Para los parámetros fijados, la frecuencia de resonancia en amplitud tendría que ser:
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Para esta frecuencia, el parámetro c tiene que valer:
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Con el objetivo de comprobar este hecho, mediremos la amplitud de las oscilaciones estacionarias usando valores de c entre 0 y 2.

8.3. Resultados obtenidos

· Posición inicial positiva

En primer lugar, veremos la gráfica obtenida para una posición inicial y positiva:
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El estado transitorio corresponde aproximadamente a las tres primeras oscilaciones, y lo demás al estado estacionario. Donde la posición inicial es de 139 unidades. Podemos medir el periodo de las oscilaciones del estado estacionario de la forma siguiente:
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· Posición inicial nula

La gráfica obtenida dejando caer la partícula desde la posición de equilibrio obtenemos la gráfica siguiente:


[image: image84.png]



El estado transitorio se compone prácticamente de la primera oscilación, y el estado estacionario corresponde a las demás oscilaciones, muy parecido a la del caso anterior. Las oscilaciones del estado estacionario se producen con el siguiente periodo:
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· Posición inicial negativa

Para este tercer caso se ha obtenido la siguiente gráfica:


[image: image86.png]



En este caso, la posición de salida es –87 unidades. Las dos o tres primeras oscilaciones representan el estado transitorio, seguido del estado estacionario que presenta gran similitud con el observado en los casos parecidos. Repetimos la medida del periodo:
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· Amplitud en función de c

Podemos observar las gráficas –además de las obtenidas para c = 0.8 en el apartado anterior– las figuras extraídas del caso c = 0.97 (el más cercano a la frecuencia de resonancia de los estudiados):


[image: image88.png]M





Vemos ahora los valores de la amplitud de las oscilaciones transitorias obtenidas para catorce valores de c diferentes:

	c
	0,1
	0,5
	0,6
	0,7
	0,8
	0,9
	0,93
	0,95
	0,97
	1
	1,25
	1,5
	1,75
	2

	A / u.
	30
	37
	41
	46
	54
	60
	61
	61
	62
	61
	38
	22
	14
	10


La representación gráfica de estas nos da la siguiente figura:


[image: image89.wmf]0

10

20

30

40

50

60

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

1,2

1,4

1,6

1,8

2

c

Amplitud


8.4. Discusión de los resultados

En las tres primeras gráficas que hemos visto en este apartado hemos podido comparar sus estados transitorios y estacionarios para el caso c = 0.8. Respecto el estado transitorio hemos visto que su forma siempre varia en función de las condiciones iniciales. No obstante, después del tiempo de influencia del termino transitorio decrece, a causa del caimiento exponencial que hemos estudiado en los diferentes tipos de amortiguación.

Por lo que respecta al estado estacionario, hemos comprobado que es casi idéntico en cada caso, tanto en amplitud como en frecuencia. Esto se pone en manifiesto con la medida del periodo de las oscilaciones estacionarias:

	
	Periodo / s
	Error

	Valor esperado
	
[image: image90.wmf]1

c

2

T

w

p

=

= 8.1116

	Posición inicial negativa
	8.11 ± 0.03
	0.02%

	Posición inicial nula
	8.12 ± 0.02
	0.10%

	Posición inicial positiva
	8.13 ± 0.02
	0.23%


Hemos podido comprobar que la amplitud de las oscilaciones estacionarias tiene un máximo con un valor ligeramente inferior a (1. Podemos comparar los valores de la amplitud encontrados mediante la simulación en java con los teóricos (según la expresión que hemos encontrado anteriormente):

	c
	 A encontrado / u.  
	 A esperado / u. 
	 Error 
	     a
	c
	 A encontrado / u.  
	 A esperado / u. 
	 Error 

	0,1
	30
	30,248
	0,8%
	
	0,95
	61
	61,858
	1,4%

	0,5
	37
	37,361
	1,0%
	
	0,97
	62
	61,961
	0,1%

	0,6
	41
	41,472
	1,1%
	
	1
	61
	61,458
	0,7%

	0,7
	46
	47,018
	2,2%
	
	1,25
	38
	39,314
	3,3%

	0,8
	54
	53,882
	0,2%
	
	1,5
	22
	22,626
	2,8%

	0,9
	60
	60,273
	0,5%
	
	1,75
	14
	14,606
	4,1%

	0,93
	61
	61,431
	0,7%
	
	2
	10
	10,290
	2,8%


Se tiene que tener en cuenta que la simulación en Java no permite distinguir decimales en la medida de distancias. Observemos que la amplitud más grande se registra entre los valores de 0.95 y 0.97, valores muy cercanos a la frecuencia de resonancia (en amplitud) que hemos calculado anteriormente, c = 0.9661, confirmando de nuevo las predicciones matemáticas. Por último, podemos representar la curva de la función A(c (1) en la misma gráfica que los valores obtenidos:
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