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Introducción

Estos apuntes corresponden al tema 3 Teoŕıa elemental de campos im-
partido en el curso de F́ısica Xeral del año 2001 en la Facultade de F́ısicas
da Universidade de Santiago de Compostela por el profesor Lisardo Núñez. Se
omiten las demostraciones de los teoremas de Ostrogradski-Gauss y Stokes, que
se pueden encontrar en bastantes libros que tratan las integrales curviĺıneas y
de superficie en alguno de sus temas (algunos ejemplos son Cálculo vectorial
de Mardsen y Tromba, Cálculo diferencial e integral de N. Piskunov o Campos
electromagnéticos de R. K. Wangsness).

1. Campos escalares y vectoriales

Se dice que en una región del espacio existe un campo cuando a cada punto
de esa región se le puede asignar un valor único de determinada magnitud.

En el caso de que la magnitud sea un escalar se dirá que el campo es escalar.
Por el contrario, si la magnitud es de carácter vectorial diremos que se trata de
un campo vectorial.

1.1. Campo escalar

Anaĺıticamente un campo escalar es una función U : Rn → R que asigna a
cada valor de ~r un único valor U(~r).

Geométricamente un campo escalar se representa mediante las superficies
isoescalares (superficies en las que el el valor U(~r) se mantiene constante). De-
pendiendo de la magnitud de la que se trate las superficies isoescalares tomarán
un nombre u otro (isotermas, isobaras, etc.).

Debido a la definición de campo escalar dos superficies isoescalares nunca
pueden cortarse.

1.2. Campo vectorial

Anaĺıticamente un campo vectorial es una función ~A : Rn → Rn que asigna
a cada valor de ~r un único valor ~A(~r).

La representación geométrica de los campos vectoriales se realiza mediante
las ĺıneas vectoriales, de modo que el campo es tangente a la ĺınea vectorial en
todos sus puntos. De modo que si el elemento diferencial de la ĺınea vectorial es
d~l tenemos siempre que ~A es paralelo a d~l.
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Debido a la definición de campo vectorial dos ĺıneas vectoriales nunca pueden
cortarse.

1.2.1. Teorema de Helmholtz

El teorema de Helmholtz nos garantiza que para especificar de modo uńıvoco
un campo vectorial basta con conocer su divergencia (véase la sección 8) y su
rotacional (véase la sección 9) en todos los puntos de una región finita.

Dado que el campo vectorial puede encontrarse a partir de ellas, la diver-
gencia y el rotacional reciben el nombre de fuentes del campo. El punto en el
que se calcula el valor del campo vectorial recibe el nombre de punto campo.

Si existen fuentes en el infinito (no todas están restringidas a un volumen
finito) este teorema no es absolutamente cierto, ya que se deben incluir ciertas
integrales de superficie que involucran al propio campo.

2. Derivada direccional

Supongamos que existe un campo escalar U = U(~r) en una región del espacio
y que tomamos dos superficies isoescalares U1 y U2 infinitamente próximas.
Supongamos que tenemos el punto P en U1 y el punto Q en U2 unidos mediante
el vector d~r.

Tras estas suposiciones podemos afirmar que la variación que experimenta
el campo escalar entre P y Q es U2 − U1 = dU (ya que están infinitamente
próximas). La variación de U en derivadas parciales es:

dU =
∂U

∂x
dx +

∂U

∂y
dy +

∂U

∂z
dz (1)

Definimos el gradiente de la función escalar U como grad(U) = ∂U
∂x ı̂+ ∂U

∂y ̂+
∂U
∂z k̂1, en donde ı̂, ̂ y k̂ son los versores o vectores directores de las coordenadas
cartesianas x, y y z respectivamente. Por tanto tenemos que

dU = grad(U) · d~r (2)

Hay que hacer notar que en la ecuación (1) se emplean las coordenadas
cartesianas mientras que en la ecuación (2) no se especifica ningún tipo de
coordenadas.

Por tanto tenemos

dU = grad(U) · d~r = grad(U) · ~r

|~r|
dr ⇒ dU

dr
= grad(U)r̂ (3)

en donde ~r
|~r| = r̂ es un vector de módulo unidad y dirección la del vector ~r y

dU
dr es la derivada direccional: la variación de U por unidad de r cuando nos
desplazamos en la dirección de ~r).

1Nótese que es un vector, algunas veces el gradiente se nota como
−−→
grad(U)
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3. El operador nabla

Se define al operador nabla (generalmente representado como ∇ o ~∇) como
un operador diferencial de carácter vectorial, de modo que

∇ =
∂

∂x
ı̂ +

∂

∂y
̂ +

∂

∂z
k̂ (4)

A veces también se le llama operador de Hamilton o hamiltoniano.
Hay que notar que esta definición del operador nabla está dada en coorde-

nadas cartesianas, y que la forma del operador cambiará si la aplicamos a un
sistema que use coordenadas de cualquier otro tipo. La forma de este operador
en coordenadas ciĺındricas seŕıa

∇ =
∂

∂ρ
ρ̂ +

1
ρ

∂

∂ϕ
ϕ̂ +

∂

∂z
ẑ (5)

y en coordenadas esféricas

∇ =
∂

∂r
r̂ +

1
r

∂

∂θ
θ̂ +

1
rsenθ

∂

∂ϕ
ϕ̂ (6)

4. Gradiente de un campo escalar

Se define el gradiente de una función (generalmente una función de tres
variables) como

grad(U) = ∇U (7)

Supongamos una superficie isoescalar, en este caso el cambio en la magnitud
U es nulo, por tanto tenemos

dU = 0 = ∇U · d~r ⇒ ∇U ⊥ d~r (8)

El gradiente de U debe ser perpendicular en cada punto a la superficie isoes-
calar a la que pertenece el punto. Por convenio el sentido del gradiente de U es
hacia valores creciente de U , es decir

∇U =
(

dU

dr

)
max

(9)

5. Circulación de un campo vectorial

Supongamos que tenemos una región del espacio en la que existe un campo
vectorial ~A = ~A(x, y, z), y que tenemos una ĺınea (de forma arbitraria) acotada
entre dos puntos M y N . En este caso definimos la circulación elemental del
campo ~A como:

dC = ~A · d~l = Axdx + Aydy + Azdz (10)

Por lo tanto la circulación del campo ~A es una integral de ĺınea de la forma
C =

∫ N

M
~A · d~l =

∫ N

M
(Axdx + Aydy + Azdz), que a priori no tiene por qué ser
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fácil de calcular. Supongamos ahora que el campo vectorial ~A es el gradiente de
un campo escalar U , es decir: ~A = grad(U), en ese caso:

C =
∫ N

M

~A · d~l =
∫ N

M

grad(U) · d~l =
∫ N

M

dU = U(N)− U(M) (11)

De modo que en el caso de que el campo vectorial sea el gradiente de un
campo escalar, la circulación de éste es independiente del camino, sólo depende
del valor que toma el campo escalar en los extremos. En este caso diremos que
hablamos de un campo conservativo. U se denomina función potencial (es decir,
una función genérica de la que se deriva un campo conservativo). El valor que
U toma en cada punto se denomina potencial.

Además se puede ver que lo rećıproco también es cierto: todo campo cuya
circulación sólo dependa del valor inicial y final de la integral es un campo de
gradientes.

Por tanto, en un campo conservativo la integral de circulación a lo largo de
una ĺınea cerrada (es decir, el punto inicial y el final son el mismo) es cero. Sin
embargo lo rećıproco no es cierto.

6. Representación vectorial de superficies

Una superficie siempre se puede representar por un vector con módulo igual
al área de la superficie, dirección perpendicular a la superficie en cada punto y
sentido elegido por convenio.

Si la superficie es una superficie abierta se suele escoger el que convenga
para cada problema. Si la superficie es cerrada el vector de superficie va dirigido
siempre hacia fuera del volumen.

7. Flujo de un campo vectorial a través de una
superficie

Supongamos que existe un campo vectorial ~A = Ax ı̂+Ay ̂+Az k̂. Definimos
el flujo elemental como

dφ = ~A · d~s (12)

Por tanto tenemos que dφ = Axdsx + Aydsy + Azdsz, de modo que el flujo
total es

φ =
∫

ε

~A · d~s (13)

Siendo esta una integral de superficie a realizar sobre elementos en ε. El flujo
es el número de ĺıneas vectoriales que atraviesan la superficie. En superficies
abiertas no importa si el flujo es positivo o negativo.
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8. Divergencia de un campo vectorial (Teorema
de Ostrogradski-Gauss)

Definimos la divergencia2 de un campo vectorial ~A = Ax ı̂+Ay ̂+Az k̂ como

div( ~A) =
∂Ax

∂x
+

∂Ay

∂y
+

∂Az

∂z
= ∇ · ~A (14)

El teorema de Ostrogradski-Gauss nos dice que la integral de la divergencia
de un campo vectorial ~A en un volumen es igual al flujo del campo ~A a través
de la superficie que limita ese volumen, es decir∫∫∫

V

(∇ · ~A) dτ =
∫∫

σ

~A · d~s (15)

8.1. Conclusiones del teorema de Ostrogradski-Gauss

A partir de la definición de flujo y del teorema de Gauss podemos obtener
fácilmente que φ =

∫
τ

(∇ · ~A) dτ , podemos hacer un cuadro para los diferentes
valores posibles de φ y ∇ · ~A y sacar algunas conclusiones:

φ > 0 ⇒
∫

τ
(∇ · ~A) dτ > 0 ∇ · ~A > 0 ⇒

∫
τ

(∇ · ~A) dτ > 0 ⇒ φ > 0
φ < 0 ⇒

∫
τ
(∇ · ~A) dτ < 0 ∇ · ~A < 0 ⇒

∫
τ

(∇ · ~A) dτ < 0 ⇒ φ < 0
φ = 0 ⇒

∫
τ
(∇ · ~A) dτ = 0 ∇ · ~A = 0 ⇒

∫
τ

(∇ · ~A) dτ = 0 ⇒ φ = 0

De la parte izquierda de la tabla no podemos sacar conclusiones, sólo po-
demos decir como se comporta la región en conjunto, no como es en todos sus
puntos. De la segunda parte sacamos conclusiones: al conocer su divergencia
(descripción de la región) sabemos cómo es el flujo.

Cuando ∇ · ~A > 0 se dice que la región es un manantial ; si ∇ · ~A < 0 se dice
que es un sumidero y si ∇ · ~A = 0 se denomina solenoidal.

9. Rotacional de un campo vectorial (Teorema
de Stokes)

Definimos el rotacional3 de un campo vectorial ~A = Ax ı̂ + Ay ̂ + Az k̂ como

rot( ~A) =
(

∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z

)
ı̂+

(
∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x

)
̂+

(
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)
k̂ = ∇× ~A (16)

El teorema de Stokes nos dice que la circulación de un campo vectorial ~A
a lo largo de una ĺınea cerrada que limita una superficie es igual al flujo del
rotacional del campo vectorial a través de esa superficie, es decir∫

λ

~A · d~l =
∫∫

σ

(∇× ~A) · d~s (17)

2Nótese que la divergencia es un escalar, ya que es el ‘producto escalar’ de nabla por un
campo vectorial

3Nótese que el rotacional es un vector, a veces se representa como −→rot( ~A)
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9.1. Aplicación del teorema de Stokes

Consideremos una superficie cerrada, si la ‘partimos’ a la mitad tenemos dos
superficies (S1 y S2) abiertas con una ĺınea en común. Escogemos los vectores
de superficie de modo tal que la circulación sobre la ĺınea común tenga el mismo
sentido, de este modo uno de los vectores superficie tiene la dirección ‘saliente´de
la superficie original y el otro tiene la dirección ‘entrante’. En este caso tenemos,
según Stokes:

∮
~A · d~l =

∫
S1

rot( ~A) · d~s
∮

~A · d~l =
∫

S2

rot( ~A) · d~s (18)

Por tanto tenemos que
∫

S1
rot( ~A) · d~s =

∫
S2

rot( ~A) · d~s.
Si ahora tomamos la suma de las dos superficies (las volvemos a juntar)

obtenemos una superficie cerrada, por lo que podemos aplicar el teorema de
Ostrogradski-Gauss (8).∮

S

rot( ~A) · d~s =
∫

τ

div(rot( ~A)) dτ (19)

Pero además tenemos que∮
S

rot( ~A) · d~s =
∫

S1

rot( ~A) · d~s +
∫

S2

rot( ~A) · d~s = 0 (20)

debido a que al ser una superficie cerrada hay que cambiar el sentido del vec-
tor superficie de una de las integrales, de modo que cambia también de signo.
Igualando estas dos ecuaciones obtenemos la expresión∮

rot( ~A) · d~s =
∫

τ

div(rot( ~A)) dτ = 0 (21)

Que se expresa diciendo que el flujo del rotacional de un campo de vectores
a través de una superficie cerrada es emphsiempre nulo.

Para que
∫

τ
div(rot( ~A)) dτ = 0 sus sumandos han de anularse o ser todos

cero, en este caso tenemos que div(rot( ~A)) = 0, por lo que el campo de rotacio-
nales es siempre solenoidal.

Supongamos que tenemos ahora un campo vectorial ~B tal que div( ~B) = 0,
entonces podemos suponer que ~B = rot( ~A). El campo solenoidal ~B deriva del
campo vectorial ~A al que se le llama potencial vector.
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